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Motto: "Ainsi au jeu de croix ou plle , 
l'arrivee de croix cent fois 
de suite nous parait extraordinaire, 
parce que le nombre presque infini 
des combinaisons qui peuvent arriver 
en cent coups etant partage 
en series regulieres, ou dans 
lesquelles nous voyons regner un 
ordre facile a saisir, et en series 
irregulieres, celles-ci sont 
incomparablement plus nombreuses." 


(Laplace) 


§ 0. Einleitung 

Die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie hat wichtige Probleme, 
die den Begriff der Wahrscheinlichkeit betreffen, ungelöst ge¬ 
lassen. Die Grundsituation der mathematischen Statistik führt 
uns gleich zu einem der dadurch entstandenen Paradoxe. 

Sei uns eine Folge x=x 1 ...x^ 00 von O-en und 1-en gegeben und 
dabei behauptet, daß die O-en und 1-en die Ergebnisse Kopf und 
Schrift in einem wirklich vorgegangenen Prozeß des Münzen¬ 
werfens widergeben. Wenn die Folge aus lauter 1-en besteht, 
würden wir die Wahrheit der Behauptung bezweifeln. Dieser Zweifel 
ist jedoch durch keine allgemeinen Prinzipien der klassischen 

Wahrscheinlichkeitstheorie begründbar: die Folge 11... 1 (100 mal) 

. -100 
ist genau so wahrscheinlich wie eine beliebige andere (P(x)=2 ). 
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Dieses Problem hat auch schon Laplace beschäftigt, und er, 
viele seiner Nachfolger überholend, hat auch schon die quali¬ 
tativ richtige Antwort gefunden: es gibt insgesamt so wenig 
"reguläre" Folgen, daß, wenn eine von ihnen erscheint, wir 
mit Recht argwöhnisch sein können. 

Anderthalb Jahrhunderte brauchte es, bis mit Hilfe der mitt¬ 
lerweile entstandenen Rekursionstheorie die Gedanken von 
Laplace einen streng mathematischen Sinn erhalten konnten. 
Kolmogcrov, der gegenüber den Versuchen von Mises, die Wahr¬ 
scheinlichkeitstheorie auf den Begriff der Zufälligkeit zu 
gründen, in den 30er Jahren noch eher skeptisch war, hat 1965 
einen Begriff der Komplexität K(x) der Folge x eingeführt, der 
die erwünschten Eigenschaften der "Irregularität" von Laplace 
hat. (Die Priorität gehört eigentlich dem Amerikaner Solomonoff). 
Gemessen mit K(x) hat eine 0-1-Folge der Länge n eine Komplexi¬ 
tät n bezeichnet kleiner gleich innerhalb einer additiven 

Konstante), aber eine Komplexität kleiner als n-k können nur 
2 Folgen haben. (Für die Definition von K(x) siehe §4). 
Regularität kann also auch als ein Maß der Nichtzufälligkeit 
betrachtet werden, wenigstens in dem Fall der Gleichverteilung. 

Der Begriff der Komplexität macht zwar schwierige philosophische 
Probleme lösbar, seine unmittelbare Benutzung stößt aber auf 
Hindernisse: K(x) ist eine unberechenbare Funktion. Der Autor 
hat in Kapitel 4 gezeigt, daß K(x) sogar in einem sehr starken 
Sinne unberechenbar ist: Für alle n gibt es 0-1-Folgen der Länge 
n mit K (K(x) |x)^ log 2 n-log 2 log 2 n. Hier K(K(x)|x) ist die be¬ 
dingte Komplexität von K(x), wenn x bekannt ist. (Bemerken wir, 
daß k(x), selbst eine Zahl n, nie komplizierter als log 2 n 
sein kann). 
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In den folgenden Jahren wurden viele Varianten von der Be¬ 
schreibungskomplexität empfohlen und untersucht. Eine von 
ihnen, die 1971 durch Levin und 1974 durch Chaitin vorge¬ 
schlagen wurde, ist asymptotisch gleich zu K(x), scheint 
aber den informationstheoretischen und wahrscheinlichkeits¬ 
theoretischen Anwendungen mehr gerecht zu sein. Diese Größe, 
durch H^x) bezeichnet, wurde in §4 untersucht. Wir haben in [12] 
die Identität 

H N (x,y) H N (x) + H N (y|x, H N (x)) , (0,1) 

die analog zur Identität 

X (X,Y) = K. (X) + Ut (YlX) 

der Informationstheorie ist, festgestellt. Hier ist ^ 

Gleichheit innerhalb einer additiven Konstante, die 
Entropie der Zufallsvariablen X,Y. Daß Hy(x) von der Be¬ 
dingung in (0.1) nicht weggelassen werden kann, ist in §4 
gezeigt, gerade durch das früher erwähnte Ergebnis über 
K(K(x)I x) . 


Der Schwede Martin-Löf, der 1965 ein Jahr bei Kolmogorov 
verbracht hatte, ist mit einem allgemeineren Zugang zur Zu¬ 
fälligkeit aufgekommen. Für ein beliebiges berechenbares 
Wahrscheinlichkeitsmaß P auf dem Raum der unendlichen 0-1- 
Folgenil führt er den Begriff der konstruktiven Nullmengen 
ein. Er zeigt, daß die Vereinigung aller konstruktiven Null¬ 
mengen selbst eine konstruktive Nullmenge ist. Die Folgen 
außerhalb dieser Menge sind dann als zufällig erklärt. 

Seine Konstruktion einer Nullmenge (als der Durchschnitt 
0 von einer rekursiven Folge von konstruktiv offenen 

Mengen U m mit P(U m ) * 2 m ) gestattet die Definition einer 
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Funktion d M (wl p) = max-[m |w£U m ^, die auch bei den zufälligen 
Elementen to die Abweichung von der Zufälligkeit (den Defekt 
der Zufälligkeit) mißt. (Alle Elemente mit positiver Wahr¬ 
scheinlichkeit sind zufällig, aber nicht in dem gleichen 
Maße: d M MP) zeigt diese Unterschiede). d M kann Martin- 
Löfs Test genannt werden. 

Es gibt eine Fülle von Untersuchungen, die zeigen, daß die 
Zufälligkeit im Sinne von Martin-Löf einer unendlichen 0-1- 
Folge auch durch das Verhalten der Komplexität der Anfangs¬ 
stücke von co charakterisiert werden kann. Das fünfte Kapitel 
der Arbeit faßt mehrere dieser Ergebnisse in einer einheit¬ 
lichen Weise zusammen (d M wird in Komplexitätstermen aus¬ 
gedrückt) , unter ihnen ältere (1971) , bisher nicht publi¬ 
zierte, und neuere Ergebnisse des Autors. 

Das sechste Kapitel ist einigen Fragen über Levins gleich¬ 
mäßigen Test gewidmet. Er wird für den Fall der berechen¬ 
baren Maße durch eine Formel angegeben, die eine Verallge¬ 
meinerung von Chaitins Zufälligkeitstest darstellt. Eine 
Variante ist weiterhin vorgeschlagen, für die alle gewünsch¬ 
ten Eigenschaften von d L bewiesen werden können. 

Ich will meinen Dank an Professor Dr. C.P. Schnorr hier aus- 
drücken, der mich zu dieser Arbeit angespornt, unterstützt 
und mir mit wertvollen Bemerkungen geholfen hat. Dank gilt 
auch meinem Freund, L.A. Levin, für die Mitteilung vieler 
seiner Ideen, die seinen äußerst lakonischen veröffentlichten 
Arbeiten zugrunde liegen. 
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Bezeichnungen: Alle Logarithmen und exp-s sind zur Basis 2. 

N = Die Menge der natürlichen Zahlen 
N k = 0,1,...,k-1 

Q = die Menge der rationellen Zahlen 
R = die Menge der reellen Zahlen • 

R + = Rn[0,w) 

R — R U jooj , R + — R + 0 { ca ) . 

N*= U n N^{Al wo A das sogenannte leere Wort ist. 

Wir setzen eine rekursive ein-eindeutige Korrespondenz 
k :N* N mit Mx) a* l(x) fest, wo l(x) die Länge des Wortes x isi, 
N" ist die Menge der unendlichen binären Folgen. Für 
x,y£ Nj, ist xy die Konkatenation von x und y, x <= y genau 
dann, wenn 3z(xz = y). 


Für GJ £ N j , gJ = . . . (ute N 2 ) und cu n = oj 1 , . . cJ n> 

Für zwei nichtnegative Funktionen f,g schreiben wir f < g, 
wenn es eine Konstante c > o gibt mit cf k g. fs; g » f k g 
und g k f, f ^g ^ expf «; expg, f X g <?^> f 4 g und g ^ f. 
Wir betrachten Nj mit seiner gewöhnlichen Topologie bestimmt 
durch die Basis j”xN 2 j x € N* } , R mit seiner gewöhnlichen Topo¬ 
logie f(r 1 ,r 2 )|r 1 ,r 2 6 Q, r., < r^ . 

Sei jU. die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße über n, mit 
ihrer (schwachen) Topologie bestimmt durch die Subbasis aus 
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Mengen der Form j w6 »i(.| r |U-(x) < r 2 ^ ^ r 1 ' r 2 e ^ ' H ^ er ^ st 
p(x) := jx(xN^) . Wir werden N und N* manchmal auch als diskrete 

topologische Räume betrachten (sie sind im wesentlichen äqui 
valent durch die Korrespondenz k). In jedem dieser (lokal¬ 
kompakten topologischen Räume X ist also eine Basis (d^i i.} 
mit einer festgelegten Aufzählung gegeben. Auch gewisse neue 
Räume, gebildet als Produkte, werden betrachtet. 

Definition Ein Element x des Raumes X ist berechenbar, wenn 
( i |xeü i l (rekursiv ) aufzählbar ist. Eine offene Menge GC X 
ist konstruktiv offen , wenn [i|Ü i c6-j auf zählbar ist. 

F c X ist konstruktiv abgeschlossen , wenn F C , das Komplement 
von F konstruktiv offen ist. 

Eine Funktion fsX-> R ist halbberechenb ar (von unten), wenn 
f(r,x) | r^ R/X€X, f(x) > r) konstruktiv offen ist. f ist 
berechenbar , wenn f und -f halbberechenbar sind. 

Ein Maß ju. ist berechenbar, wenn es als Element von.ü berechenbar 
ist. Es ist leicht zu sehen, daß diese Forderung äquivalent 
zur Bedingung ist, daß fi(x) als eine Funktion über be¬ 


rechenbar sei. 
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§ 2 Martin-Löfs Tests 

Definition fl] Sei j/. ein berechenbares Maß. Ein Martin-Löf- 
Test ist eine halbberechenbare Funktion diN^-?* R mit 

V k . |^.(cu|d(cj) > kJ s 2 k 

Satz 2.1 fMartin-Löf, 1] Unter den Martin-Löf-Tests gibt es 
einen maximalen im Sinne der Ordnung 

Definition Wir legen einen maximalen ML -Test ein für alle¬ 
mal für jedes ji fest und nennen ihn d M (culji) , der universelle 
Ml -Test . Eine Folge cd heißt zufällig, wenn d^ Mp-) < . 

Der Begriff der zufälligen Folge ist invarianter als Martin- 
Löf-Tests. Es ist leicht, verschiedene vernünftige Weisen vor¬ 
zustellen, in denen man Nichtzufälligkeiten in Folgen messen 
kann. Die Frage aber, welche Folgen sind zufällig schlechthin, 
ist durch die meisten Zugänge äquivalent beantwortet. 

Wir verallgemeinern ein wenig den Begriff eines Tests. 

Definitio n Für ein berechenbares Maß k, eine halbberechenbare 
Funktion d:Q-> R + ist ein Test, wenn 

lim u.{cj)d(<o) > m} = 0 „rekursiv" , 

d.h. es gibt eine rekursive Funktion m(k) mit d(w) > c . 

Für einen Test d gilt 

| d(u) = qo) cjuj| d M (to) = 
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Im Falle der Gleichheit sagen wir, daß der Test universell ist. 

Alle universellen Tests d, mit denen wir zu tun haben werden, 
sind asymptotisch gleich zu dj^, d.h. es gilt 

Um d M /d = 1 . 
d 

§ 3 Apriorl Wahrscheinlichkeit 

Maße sind bestimmt durch ihre Werte jui(x) auf • Untere 
Grenzen von Mengen von Maßen sind nicht mehr durch diese Werte 
bestimmt, wir interessieren uns aber nicht für ihre Werte 
anderswo. (Die allgemeine Definition von Halbmaöen findet man 
in [11] ). 

Definition f.2] Ein Halbmaß über Q ist eine Funktion 
:N 2 R + mit 

i^(x) £ (xO) + ^(x1), ^>(A) s 1. 

Wir bezeichnen die Menge der Halbmaße durch 8. S erhält die¬ 
selbe Topologie wie M, so M. ist ein Unterraum von Es ist 
einfach zu zeigen, daß |> (x) = inf{|4x)| ^ E d(], und daß die 
untere Grenze von einer beliebigen Menge von Maßen ein Halbmaß 
ist. 

Ein Halbmaß ist halbberechenbar, wenn es als eine Funktion 
-» R + halbberechenbar ist. Es ist nicht schwer zu sehen, 
daß ij> genau dann halbberechenbar ist, wenn die Menge 
£ H t M, jp- ^ konstruktiv abgeschlossen in ist. 
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Wir werden auch Halbmaße über die diskreten Räume N, li* be¬ 
trachten. (Ein Halbmaß über N ist durch eine Funktion 'f :N -* R + , 

E x ^(x) <: 1 

gegeben). Halbmaße über N 2 entsprechen durch k denen über N. 

Satz 3.1 [Levln 2] In der Menge aller halbberechenbaren Halb¬ 
maße gibt es ein maximales Element im Sinne der Relation 

Wir fixieren ein maximales Halbmaß M = Mj^ und nennen es die 
apriorl Wahrscheinlichkeit Uber A. Die apriori Wahrscheinlich¬ 
keiten über N,Nj bezeichnen wir durch M^ (wir schreiben M^Cx) 
auch für M^CkAx)) ohne Gefahr eines Mißverständnisses). 

Wenn keine Mißverständnisse entstehen können, lassen wir die 
Subscript weg. 

Der folgende Satz zeigt die Rolle der apriori Wahrscheinlich¬ 
keit bei der Bestimmung der Zufälligkeit. 

Satz 3.2 [Levin, 3], siehe auch [Schnorr, 4], 

d g (<* Ip.) := sup n log M^u/ 1 ) - log ^c(w n ) ist ein universeller Test 
für ein beliebiges berechenbares Maß ju.. 

Bemerkung 1. Für ein fixiertes berechenbares Maß ^ ist 

/j*(a> n ) von unten beschränkt. ist also zufällig genau 
dann, wenn M.((u n ) ^ M^fo/ 1 ) . 


2. d ist auch für unberechenbare Maße definiert, 
s 

und man hat d s (co|p.) s 0 für alle fJ- ä M. Wir können diese Tat¬ 
sache so interpretieren, daß nach der apriori Wahrscheinlich¬ 
keit alle Folgen zufällig sind. In § 6 finden wir, daß diese 
Behauptung auch für eine breite Klasse von "gleichmäßigen Tests” 
wahr bleibt. 


§ 4 Komplexität 

Bezeichnung H (x) = -log M(x). 

Die Zahl H(x) kann aus mehreren Gründen als eine Art Komplexität 
betrachtet werden. Die erste Definition einer Beschreibungs¬ 
komplexität stammt von Kolmogorov und Solomonov [5]. 

Definition Sei A:N 2 *N 2 -» eine partielle rekursive Funktion. 
Wir schreiben 

K A (y|x) = min{l(p)| A(p,x) = yj, 

x A f^ * K A <VA). 

Kolmogorov zeigte, daß es eine "optimale" partielle rekursive 
Funktion 0 gibt mit Ky ^ für eine beliebige andere p.r. A. 
Wir legen ein solches U fest und schreiben K für Ky. K(yjx) 
ist die Kolmogorovsche Komplexität von y gegeben x. 

Die Kolmogorovsche Komplexität besitzt Eigenschaften, die man 
intuitiv von einer Komplexität verlangt, andere (z.B. die in 
der Einleitung erwähnte), die ihr bei der Begründung der Wahr¬ 


scheinlichkeitstheorie eine Rolle geben, und wieder andere, 
die sie mit der Entropie der Informationstheorie in eine enge 
Beziehung setzen. Diese Eigenschaften, wenn sie die Form der 
Ungleichungen haben, enthalten oft Restglieder logarithmischer 
Ordnung. Um zu Ungleichungen innerhalb einer additiven Kon¬ 
stante zu kommen, hat es sich als nützlich erwiesen, andere 
Komplexitäten zu definieren, deren intuitive Bedeutung und 
numerischer Wert zu denen von K(x) nah ist. Eine dieser 
Varianten, gefunden durch Levin [6], hat besonders günstige 
Eigenschaften. 

Eine Menge ECTN* heißt präfixfrei , wenn x,y£E —> x<iy. 

* 

Eine partielle Funktion A.-N^A' N 2 -*• N 2 ist präfix frei, wenn 
für alle y (p|A(p,y) ist definiert} eine präfixfreie Menge ist. 
Sei "r die Menge aller präfixfreien p.r. Funktionen A:N 2 * N* - N 
In der Menge t gibt es auch eine "optimale" p.r. T, die 
die Eigenschaft hat, daß für alle anderen Ae r, ^ K ft . 

..ist die neue Komplexität , und ihre wichtigste Eigenschaft 
ist, daß sie mit dem Logarithmus der apriori Wahrschein¬ 
lichkeit My über N beinahe übereinstimmt. 

Bezeichnung Wir benutzen manchmal statt T die Funktion T' 
definiert durch T'(p,x) = y <£.> 3qcp. T(q,x) = y. 

Satz 4.1 (Levin) H^tx)^ K T <x). 

Satz 4.1 würde auch für bedingte Komplexitäten gelten, wenn 
wir den Begriff eines bedingten Halbmaßes definiert hätten. 
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Wir nennen die halbberechenbare Funktion i(>(x | y) ein be¬ 
dingtes Halbmaß, wenn sie für jedes y ein Halbmaß ist. Unter 
den bedingten, halbberechenbaren Halbmaßen gibt es ein maxi¬ 
males im Sinne von <*. Wir nennen ein fixiertes maximales be¬ 
dingtes halbberechenbares Halbmaß H(x|y) die bedingte apriori 
Wahrscheinlichkeit, H(xjy);=-log M(x!y). Dann gilt auch 
H(x|y)X K T (x!y). 

Die drei verschiedenen Arten von Komplexität sind numerisch 
nicht sehr verschieden. Es gilt bekanntlich 

Satz 4.2 a)K ^ H n ^ K+2 log K > 

» H n< H W 

c) Für eine beliebige präfixfreie rekursiv aufzählbare Menge 
EcNj gibt es eine Konstante c mit 

V X 6 E, y e N* . H N (x|y) <: H fi (x(y) + c , 

Die Komplexitäten, die wir bisher definiert haben, sind un¬ 
berechenbar. Es gilt sogar, wie Kolmogorov gezeigt hat, daß 
alle partiell rekursive untere Abschätzungen zu K(x) von 
oben durch eine Konstante beschränkt sind. Chaitin ist in 
zwei Arbeiten den beweistheoretischen Folgen dieser Ergeb¬ 
nisse nachgegangen. 

Da die Beschreibungskomplexitäten immer von oben halbberechen 
bar sind, sind sie. die untere Grenze ihrer berechenbaren 
oberen Abschätzungen. Die berechenbaren oberen Abschätzungen 
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von K sind in [2] charakterisiert, die von sind genau die 
Funktionen f(x) mit £ x 2 ca . (Abschätzung im Sinne von c<) . 

Von nun an werden wir in diesem Kapitel nur mit H^(x) zu tun 
haben, darum kann der Index N weggelassen werden. 


Betrachten wir jetzt nur die Komplexitäten von natürlichen Zahlen. 
Können wir etwas mehr über die monotonen oberen Abschätzungen 
sagen? Ja, wir können sogar die kleinsten bis auf iX bestimmen, 
aber für H wird das wieder keine berechenbare Funktion. Bemerken 
wir, daß für eine beliebige Funktion f(n) ihre kleinste monotone 
Abschätzung durch 

£*(n) = max f(k) 

k<:n 


gegeben ist. 


Satz 4.3 [5,7] K*(n) ü log n, 

H*(n) X log n + H([log n]) 

Bemerkung Die Abschätzung H* ist zwar nicht berechenbar, aus 
ihr folgen aber sofort einfache berechenbare Abschätzungen, wie 

log n + log log n + 2 log log log n. 

Diese sind leider für große n immer ungenauer. 

Der Autor, wie auch R. Solovay ( siehe [8j)haben, unveröffentlicht, 
berechenbare obere Abschätzungen für H gefunden, die auf unend- 
lich vielen Stellen scharf sind. 
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Satz 4■4 Es gibt eine berechenbare obere Abschätzung f(x) 
von H(x), für die auf unendlich vielen Stellen die Unglei¬ 
chung 

f (x)^ H (x) + c 

gilt. 

Beweis Sei T der optimale Algorithmus mit H^. 

* -4 

Es gibt ein berechenbares Prädikat Q(p,x,t) über N 2 * N 2 XN 
mit folgenden Eigenschaften. 

(i) T (p) = x ’3t.Q(p,x,t) 

(ii) Q(p,x,t) a Q (p ,x, t 1 ) =P t = t' . 


Sei z.B. 'T eine Turingmaschine, die T berechnet, dann de¬ 
finieren wir Q als " ^ hält auf p in t Schritten, und gibt 
x aus". 

Wir definieren die beschränkte Komplexität 

H t (x) = minj 1 (p) £‘2i(*)|'3 t f ^ t .Q (p ,x, t:) ^ , 


Es gibt eine rekursive Funktion g:NkN^->t4 und c < co «ul 

H t_1 (x) > H t (x) ^ H 9(t,>,) ((x,t)) ^ H fc (x) -t- c. ft.'r) 

(Hier ist ( , > eine rekursive Paarungsfunktion, { )^, ( ) 2 

t** 1 t 

ihre Umkehrung). Bei H (x)>H (x) kann nämlich aus nirnsm 
kürzesten t-beschränkten Programm auch t bestimmt werden. 


f ist die Länge eines Programms für z, darum eine obere Ab¬ 


schätzung für H. Sei jetzt z von der Form (x,t), mit 
H (x) = H fc (x) < H t-1 (x) . Dann folgt aus (4.4) f(z)<f H(z)+C ( 


Q.E.D. 
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Wie hoffnungslos H(x) (wie auch K(x) unberechenbar ist, ist 
auch an dem folgenden Satz zu sehen. 

Satz 4.5 [12] Für alle n gibt es ein x£ mit 
H (H (x)' x) log n - log log n — c 

für eine Konstante c < 

Bemerkun g H(x), als eine Zahl kleiner als n + 2 log n, hat 
eine Komplexität, die sogar ohne Bedingung nicht größer als 
log n + 2 log log n ist. Das zeigt, daß x bei der Berechnung 
von H(x) manchmal fast gar nichts hilft. 

Beweis Sei s s log n eine Zahl mit der Eigenschaft 
Vx CN” 3p SW^.T' (p,x) = H (x) . 

Wir müssen die Ungleichung 

s log n - loglog n (4.5) 

beweisen. 

Wir sagen, daß p£ annehmbar für x £ ist, wenn es ein 
k = T'(p,x) und ein q£gibt mit T'(q,A) = x. 

Bezeichnen wir durch M^(n,s)=M^ die Menge aller xfeN™ mit 

3 

wenigstens 1 verschiedenen pgNj, die annehmbar für x sind. 
Betrachten wir die Folge 

tl" = M H,2 ... =0 

2 o ‘ j j + 1 

wo Mj ^ 0 . Offenbar gilt 

j S 2 S (4.6) 
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Wir zeigen jetzt, daß 

log#lVL log#M i+1 + 5 log n. (4.7) 

Dazu finden wir ein x£ M. - M.., mit 

l 1 + 1 

logfM^-1 < H(x)=^ log#M i+ ^ + 5 log n. (4.8) 

Die zweite Ungleichung in (4.8) wird gelten, weil wir für x ein 
Programm mit der Länge auf der rechten Seite von (4.8) 
schreiben. Wir schicken einige Bemerkungen voraus. 

1. Die Menge 

|(i,x,n,s) | x^M^tnjS)} 

ist aufzählbar. Aus den Zahlen i,n,s,#M i+1 läßt sich 
darum die Menge M i+ ^ bestimmen. 

2. Für Elemente x der Menge M.-M, , ist H(x) aus i, n, s und x 

1 i + 1 

berechenbar: das kürzeste Programm zu x ist unter denen, die 
durch die genau i verschiedenen annehmbaren p geliefert 
werden. Wir suchen nach annehmbaren p, bis wir schon 
i Stück gefunden haben. 

3. Wir können die Ungleichung 

log^Mj^ - #M ±+1 ) ^ log # M. - 1 (4.9) 

voraussetzen, sonst ist (4.7) trivial. 

Das Programm arbeitet, wie folgt. 

1. Es benutzt die Zahlen n,i,s,[log #M.. ] und #M i+1 . Dazu 
werden der Reihe nach folgende Programmlängen gebraucht: 
log n + 2 log log n, log n + 2 log log n, 2 log log n, 
log n + 2 log log n, log#M^ +1 + log n + 2 log log n. 
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2. Es beginnt mit der Aufzählung von M^ - M i+1 Für alle 
x aus dieser Menge berechnet es H(x). Wegen (4.9) kommt 
früher oder später ein erstes Element x mit H(x)£[log#M^]-1 vor. 
Es wird als Ergebnis ausgegeben. 

Die Gesamtlänge unseres Programms beträgt also 

Konstante + log # M i+ .j + 4 log n + 10 log log n ^ 

^ log # M i+1 + 5 log n. 

Damit ist (4.7) bewiesen. Aus ihr folgt 

__ü__ , 

5 log n 

das gibt mit (4.6) die gewünschte Ungleichung (4.5). 

Q.E.D. 

Die Komplexitäten zeigen eine weitgehende Analogie und 
auch interessante numerische Beziehungen zur Entropie vt. (X) 
eines Zufallsvariablen X. Die vorhandenen Aussagen sind 
genauer und inhaltlicher für H(x) als für K(x), darum be¬ 
schränken wir uns in bezug auf K(x) auf zusätzliche Be¬ 
merkungen. 


18 


Definieren wir 

I(x;y) = H(y) - H(y|x). 

Es gilt die Ungleichung wie in der Informationstheorie 

H(x,y)^ H(x) + H(y|x) (4.10). 

Bemerken wir, daß für K diese Ungleichung nicht mit dieser 
Genauigkeit gilt. 

Die volle Analogie hört auf, wenn wir die Gleichung 
-«(X) + #<Y|X) = "K(X, Y) 

betrachten. Stattdessen haben wir folgenden Satz 

Satz 4.6 [Gacs - Levin, 12] 

H(x,y)X H(x) + H(y|x,H(x)). (4.11) 

Beweis 

a) (^ ). Wenn wir das kürzeste Programm für x haben, ist 
uns auch seine Länge, H(x) bekannt. Darum, um y zu be¬ 
stimmen, genügt noch ein zusätzlicher Programmteil der 
Länge H(y|x,H(x)). 

b) ( ) . 

Die Funktion 

^(y|x,k) = exp(k-H(x,y)) 
ist halbberechenbar von unten, und es gilt 


V x. ^ (y |x,H(x) ) «i 1. 


(4.12) 
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(4.12) folgt aus 

M(x) «1 M(x,A) s E y M(x,y) . 

Darum gibt es ein bedingtes halbberechenbares Halbmaß y t ^ 
mit V x . if (y |x,H(x)) « tp(y 1 x,H (x) ) . Wir haben 
tp(y I x,k) < M(y |x,k) . 

Deshalb 

H(y |x,H(x)) 4 H(x,y) - H(x) . Q.E.D. 

Korollar 1 H(x,y)X' H(x,H(x),y) 

Korollar 2 H(x) + H(ylx) - H(x,y) X I(H(x);y|x) 

^ H(H(x)|x)4 log H(x) +2 log log H(x), 

mit I(x;y|z):sH(y|z) - H(y|x,z). 

Korollar 3 I(x;y) - I(y;x)X I(H(y); xjy) - I(H(x);y|x) 

Wie wir sehen, werden die Identitäten der Informationstheorie 
nicht genau erfüllt. Wir können aber allen Beziehungen auch 
die übliche informationstheoretische Form geben, wenn wir, 
wie Chaitin, auf die Halbberechenbarkeit der bedingten 
Komplexität verzichten und die neuen Größen 

x = (x,H(x) >, H(ylx) -= H (y( x) , I(x;y) = H(y) - H(y]x) = 

= H (x) + H (y) - H (x,y) 

einführen. Dann haben wir 

H(x) + H(y|x) H(x,y) , 

I(x;y) X I(y;x). 
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H(yjx) ist auch X der Länge des kürzesten Programms, das v aus 
einem kürzesten Programm von x berechnet. 

Daß die linke Seite in Korollar 2 nicht X O ist, ist viel 
weniger trivial zu beweisen als die entsprechende Tatsache 
für K(x). (Siehe [2] für Beispiele). Wir müssen Satz 4.5 
benutzen. Wir zeigen jetzt, daß auf einer unendlichen Menge 
von Stellen die linken Seiten in Korollar 2 und 3 
asymptotisch gleich log H(x,y) sind. 

Wir haben 

H(x) + H(x|x) - H(x,x) X H(H(x) I x) . 

I(x;x) - I(x;x)X -H(H(x)|x). 

Daß H (H (x) | x) manchmal die Größe von log H(x,"x) asymptotisch 
erreicht, folgt aus Satz 4.5. 

Korollar 4 [Levin, 12] I(x;y) ist sogar asymptotisch nicht 
symmetrisch. 

Beweis Setzen wir voraus; l(x) = n, n groß genug, c eine Konstan 
H (H (x) | x) >, log n - log log n — c , 

Wir betrachten x, "x und H(x). Folgende Beziehungen sind un¬ 
mittelbar evident. 

I(x;H(x))^ 3 log log n < log n - log log n I(x;H(x)) , 

I(H(x) ;x) X I (H(x) ,-x) 

Die Symmetrie wird darum entweder auf dem Paar x,H(x) oder 
auf dem Paar x,H(x) stark verletzt. 


Q.E.D. 
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Die Komplexitäten H(x) und K(x) sind also nicht nur unbe¬ 
rechenbar, sondern tragen manchmal auch noch viel zusätzliche 
Information, die aus x nicht ermittelbar ist. Das 
ist die einzige Ursache der Nichterfüllung der genauen Ana 
logien der informationstheoretischen Identitäten für H(x). Ein Umstand 
kann uns aber einigermaßen trösten: daß der Anteil der 
Folgen x mit großem H(H(x)|x) sehr gering ist, sogar egal, 
mit welchem halbberechenbaren Halbmaß wir e3 messen. 

Sei v die charakteristische Funktion einer rekursiv aufzähl— 
baren Menge, die die Eigenschaft 

H 

Hjj ( v“ I n) X H (4.13) 

hat. (Siehe [2]^) 

Bemerken wir, daß die Information, die V über eine endliche 
Folge x liefert, 

I(v;x)!=H(x) - (x|V), 

wegen der Bemerkung nach Satz 4.1 definiert ist. 

Satz 4.7 [Levin, 12] 

H(H(x)l x) =4 I(-Vjx) + 3 log I (V; x) 

Beweis Im Beweis des Satzes 4.4 haben wir die beschränkte 
Komplexität H fc (x) eingeführt. 

Sei 'J (t) eine rekursive Funktion von n und t mit Werten aus 
^0,1^ , monoton wachsend in t mit Hm^l^tt) 

Sei t Q (x) = min {tjH t (x) * H(x)^ , 
t,(n) = min|t | v n (t) «V 11 ^ 
k = k(x) = maxji|t 1 (2 1 ) < t Q (x) j , vCO - V - 
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Bezeichnung Wir führen folgende anschaulichen Bezeichnungen 
ein 

x (3 y mod z <±$ H(y|x,z) X 0 

se y mod z 4z* x 3 y und y£ x mod z . 

Sie sind natürlich nur für Funktionen x(t), y(t), z(t) sinnvoll. 

Lemma 4.1 

H(x)= y(k(*)) mod (x,k(xi) (4.14) 

Beweis Für C zeigen wir zunächst, daß 

H(H(x)| x,y(k+1)) X 0 (4.15) 

In der Tat, man kann aus V(k+1) zunächst 

t 1 (2 k+1 ) ^t Q (x) , 

weiter daraus und x auch H(x) bestimmen. 

Bemerken wir dann, daß 

H(v(k+1)l V(k) ,k) X 0. (4.16) 

Nach einer Variante unserer informationstheoretischen Identität 
(4.11), H(x|y,H(y|z), H(x,y|z)-H(y|z), und (4.13) hat man nämlich 

H(y(k+1)| v (k) ,k) X H (v (k+1 ) I (k) »mvfkllU')) x 
X H(v(k+1) ,V(k)jk)- H (v (k)| k) X k - kXO 
Aus (4.15) und (4.16) folgt C 

3 gilt, weil aus x und H(x) auch 
t Q (x) > t 1 <2 k ) 


bestimmbar ist. 


Q.E.D. 
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Wir setzen den Beweis von Satz 4.7 fort. 

Aus Lemma f,1 und (4.13) 

H(H(x)l x) 4 H(V(k)|x) + H(H(x)| VW ,x)4 H (V(k)) (4.17) 

Andererseits folgt, daß x eine fast volle Information über 
y(k) hat: 

I(x;v(k))X H(v(k)) -H(y(k)\x)> 

>H(y(k)) - H (v (k)j x,k) - H(k)x 
X H ( y(k) ) - H (k) 

Sei A = H(v(k))-H(v(k)|k) = I(k?v(k)), Dann A^H(k),H (h)4 21og log k. 
Weitere Umformungen benutzen die Identität I(x;y)X I(y;x). 

Hfy(k))- H (k)X I (x; y(k) ) x I (V(k) ;x) 4 I(V;x) +H(k)+H(A). 

Daher Kvjx)^ H(v(k) )-2.H(k)-H(A) > H(v(k) )-3 log k (4.18) 

Aus (4.17) und (4.18), 

H(H(x) \x)4 H(v(k) ),4 I (V;x) +3 logl(Vfx). 

Bemerkung Eine einfache Umformung gibt auch 
H (H (x) j x) - 3 log H(H(x)| x) 4 1 (v?x) . 

Korollar Für alle i > 0 gilt 

m{xIh(H(x)| x) i]< i- 3 • 2 1 

Beweis I(V;x) — H(x) — H(xjV) X log(M (x|v)/M(x)). 


Q.E.D. 


(4.19) 
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Da M(.|y) ein Halbmaß ist, haben wir 

M[x|M(x|v)/M(x) ä j J< j 1 (4.21) 

für alle j. (4.21) folgt jetzt aus (4.19) und (4.21). 


Dieses Korollar besagt, daß die apriori Wahrscheinlichkeit all 
derjenigen x, die eine schwer bestimmbare Komplexität haben, 
gering ist. Die Wahrscheinlichkeit wird dann klein auch 
durch ein beliebiges berechenbares Maß n. gemessen, weil M 
dieses Maß u. im Sinne von < majoriert. 



Satz 3.2 gibt zwar eine höchst befriedigende Charakteri¬ 
sierung der Zufälligkeit durch das Verhalten der apriori 
Wahrscheinlichkeit (ihr Logarithmus ist eine Art Komplexität), 
es bleiben aber noch technisch interessante Fragen zurück 


a) auch Martin Löfs Tests selbst durch Komplexität auszu¬ 
drücken , 

b) zu klären, wieweit andere Komplexitäten zur Charakteri¬ 
sierung der Zufälligkeit geeignet sind. 

Wir beginnen mit einem Ausdruck für die Kolmogorovsche 
Komplexität durch H. 


Satz 5.1 (Levin) 

K(x) >< min {i jH^ (x| i) s i^ und (5.1) 


K (x) 


H N (x|K(x) ) 


(5. 2) 
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Bemerkung K(xly) ist durch die natürliche Verallgemeinerung 
dieser Formel gegeben. 

Bewei s HjjtxIKfx)) 4 K(x) 

ist offensichtlich aus der Definition dieser Größen. Wenn wir 
ein i mit H^(xli)^t haben, dann gilt auch K(x)«^ i. 

Sei nämlich 

A(p) = T 1 (p,1(p)). 

Für beliebige i, p, x mit 1(p) £ i, T(p,i) = x 
hat man 

A(pO i_1(p) ) = x. 

Darum gilt K(x) ^ K^tx) 4 

(5.2) ist leicht zu sehen. Q.E.D. 

Dieser Satz gibt uns die Idee zu der folgenden Definition 
einer Hilfskomplexität. 

Definition H(x;k) = min.[i|H(x|k - i) s i \ . 

Die Definition ist sinnvoll für sowohl als auch H fi . 

Ähnlich zu (5.2) haben wir die Identität 

H(x;k) X H(x|k - H(x;k)). (5.3) 

Bemerkung 1. H(x;k|y) kann analog definiert werden. Satz 5.1 
zeigt uns dann, daß 


Hjj (x; k I k) K(x|k) 


(5.4) 
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gilt. H ; j kann also als eine Verallgemeinerung 
von K betrachtet werden. 


In der Tat haben wir 


■H ß (x|k - i) ^ H N (x|k - i), 
aus H n £ i folgt somit i. 

3. H ist offenbar halbberechenbar von oben. 

Wir haben in Satz 3.2 gesehen, daß die Prüfung 
der Zufälligkeit natürlich mit einer Vergleichung 
von -log jx_(üi n ) und irgend einer Komplexität von 
w n verbunden ist. 


Bezeichnun g l„(« n ) = [-log ,u. (td n ) ] . 


Satz 5.2 Für ein festgelegtes berechenbares Maß p. kai wart 
d M (u>|fO X, sup l^((ü n ) “ H ß (u> n ; l^(uj n ) ) X 

>; sup lj,(w n ) - H n (u> n ; 1 ^(iu n ) ) . 

Beweis Seien die Ausdrücke in Satz 5.2 entsprechend mit d ML 
und d MC bezeichnet. Nach (5.5) haben wir 

Wir müssen zeigen, daß d M und d M ^ d MC . d ML < ^ wi rd 

bewiesen, wenn wir zeigen, daß d ML halbberechenbar ist (das 
ist klar von der Definition) und daß Vm, i d ML [*•) ^ m 1 ^ 2 
gilt. 
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Wir benutzen die Identität (5.3) . Dann haben wir mit einem 
c > 0: 

W I .a^Mf) = m ) c - 

c. -[to 13 n,- log piio 1 ) - H (JMm) s m - c] = 
r {^|3n. M_ n ( t x n l m) / j.(cj n ) ^ 2 ra ~ c }. 

Folgendes einfache Lemma gilt für alle Halbmaße ^ und Maße J*-. 

Lemma 5.1 13 n. ^>(w n ) /p. (w 11 ) ? «- }< ci, 

Beweis Sei nM das erste n (wenn es existiert) 
mit (cJ n ) / [tlo 11 ) > <*- . 

Die Menge 

A = { x j 3co. x = C jJ 'S 

ist präfix-frei. Darum gilt 
E X€A (X » S 1 

für ein beliebiges Halbmaß (j>. Andererseits, wegen der 
Definition von A, hat man 

-1 

xGA ^ |^(x) s i|>(x) •(( , 

j*- {w|in. i|>(<n n )/j^(cj n ) > oL ^ = £ x £ S 04 ' Q.E.D. 

Wenn wir jetzt das Lemma auf das Halbmaß M^ (w 11 ! m) anwenden, be¬ 
kommen wir 

l «wi 0 = m ) * 2_m + c - 

Jetzt zeigen wir d M 4 d MC - 
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Wegen der Halbberechenbarkeit von d^ gibt es eine rekursive 
Folge { (m t , x^) ] t £ N von Elementen von NXN* 2 mit 
\.(m t ,x t )l t etJ 1 ) = { (m,x)| VoJf xN".d M (o|f^) > m}. 


Sei t(m/o) das erste t£N (wenn es existiert) mit 016 x ^2 


und m s m.. Die Menge 


ü = £ (m,x) l . 


t (m,o->) 


ist rekursiv aufzählbar, 


U^ ={ x | (m,x)£ U j ist eine präfixfreie Menge 


von Folgen, 


v“ -V' d ML u lr ) * m )- 


Darum gilt 


Dann ist aber die Funktion 


ip (xIm) = 


JU(x) ■ 2 m für (m,x)€ U 
0 sonst 


ein bedingtes halbberechenbares Halbmaß über N 2< und wir 
haben M^txlm) ^ co(x|m). 

Darum gibt es für alle co mit >'hv ein n ( = 1 ^ x t(m,uo)^ 

H N (w n |m) ^ - log (-(w n ) - m. (5.6) 


Setzen wir i = - log ^(co 11 ) - m in der Definition von H, 

dann folgt weiter aus (5.6) H N (w n ;[- log j*.(<h n )]) «I - log ja (tu )-m. 


Q.E.D. 
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Dieser Satz enthält als Spezialfall die erste bekannte exakte 
Relation zwischen Tests und Komplexitäten [IO]. Sei T! n die 
Gleichverteilung über N^. Ein universaler ML -Test d^xlT^) 
ist definierbar als maximale (in bezug auf 4 ) , halbberechen¬ 
bare Funktion d(xlfT n ) von x und n mit 

Vn,k. Tf n {xl d(x |Tl n ) ü kj s 2 k . 

Korollar 1 [10] d M (xlir n )^ n - K(x|n). 

Beweis Satz 5.2 bleibt natürlich wahr, auch für W 2 statt 0 
und sogar, wenn wir n als Parameter überall in den Gleichungen 
lassen. Wir haben dann für ein beliebiges xfNj 
dj^xl-ry* - log-TT n (x) - H N (iJM- log Tr n (x) ]| n) = 

= n - H n ( x;n|n)X n - K(xln) wegen (5.4). Q.E.D. 

Vom ersten Teil des Satzes 5.2 können wir auch Satz 3.2 
unmittelbar beweisen. 

Korollar 2 d g ist asymptotisch gleich d^. 
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Beweis Wir benutzen die bekannte Ungleichung 
H(x)=^ H (x | j) + + 2 log 3 

Setzen wir k = l u (cj n ), A = k - H(w n ;k). 

r 

Wir haben wegen (5.3) k - H (co n )'4 k - H(w n lA.)>< k - H (cj ;k) , 

folglich d s 4 d M - 

Aber 

k - S'(J' ! k)X k - H(co n |A)4 k - H(/) + 2 logA , 
also A- 2 logA^k ~ H (uj n ) 

d M " 2 log d M^ d S^ d M' 

was auch die asymptotische Gleichheit von dg und d M zeigt. 

Q.E.D. 

Der Beweis macht keinen Unterschied zwischen H fi und H^, 
somit haben wir auch folgendes bewiesen. 

Korollar 3 d c (u>||*) = sup^ l^tc/ 1 ) - H N (to D ) 

ist ein universeller Test, asymptotisch gleich zu d M - 
Dieser Test wurde für den Fall der Gleichverteilung durch 
Chaitin [7] vorgeschlagen. Schnorr hat seine Universalität 
bewiesen. Eine andere Charakterisierung von d c ist in dem 
folgenden Satz enthalten. 

d c (w|fO 

Satz 5.3 Sei t^^p.) =2 = sup n - - . 

Ja*- (cJ ) 

Für ein beliebiges festes berechenbares Maß , t c (co) ist <- 
maximal unter den halbberechenbaren Funktionen t (io) mit der 
Eigenschaft 

Jt (u->) jA-(do) i 1. 
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Bemerkung Die Konstante in ^ hängt von iw, ab. 
Beweis Wir haben 



In dem nächsten Satz benutzen wir Kolmogorovs Komplexität, 
um das Hauptglied in Martin-Löfs Test auszudrücken. 
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Satz 5.4 Sei A ( W n ^ ) = l^(cO n ) - K (ci n | n, l^(o n ) ) . 

Dann gilt 

d M (w|jc)X sup n A(co n |jt) - H(n,l^(^ n ) ; d(u) n j^ )) • 

Wie im Korollar zu Satz 5.2 bekommen wir einen einfacheren 
universellen Test, in dem K auftritt, wenn wir nicht fordern, 
daß er gerade Martin-Löß Test sei. 

Korollar 1 d K (o|jO:= sup^ A (ui n | p) - H(n,l^(w n )) 
ist ein universeller Test, asymptotisch gleich zu d M - 

Die Form dieses Testes ist besonders einfach für die Gleichverteilung. 
Korollar 2 su P n n - K(<m n |n) - H(n) 

ist ein Test für die Gleichverteilung. Eine Folge ul ist also 
gerade dann zufällig nach dem Lebesgue-Maß, wenn 
n^K(ui n |n) + H(n) 
gilt. 

Beweis des Satzes 5.4 

Zuerst beweisen wir, daß der Ausdruck d MK in dem Satz einen 
Martin-Löf-Test definiert. Seine Halbberechenbarkeit ist klar 
aus seiner Definition. Wir müssen zeigen, daß 

| d MK (u|r-) > m} < 2~ m . 

Mit einer Konstante c haben wir, wie im Beweis des Satzes 5.2, 

£w|d MK MfO = m) C 

| 3n A(uj n i|A - H(n,l^ (ui n )| m) a m - c)c 

c U fiul l„ (u) n ) = k, k - K(ij n ]n,k) - H(n,k m) m - cl. 
n ,k 1 1 r J 
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Wir können weiter so abschätzen: 

K“>U^(cu n ) = k, K( w n |n,k) s k - m - H(n,k m) + c 1 ! < 

^ 2~ k #[x fe-Nj |K(x|n,k) s k - m - H(n,k m) + c} «; 2 -m+c M{n,k| m) 

wegen bekannter Eigenschaften von Kolmogorovs Komplexität. 

Darum endlich 

K Cj I < 3 M K (u ^) = E n(k 2" m+C -M(n,kim)^ 2' ra+c . 

Damit ist d^ ^ d^ bewiesen. 

Der Beweis von d^ ^ d^ beruht auf der folgenden Abschätzung, 
die gleich aus der Definition der Kolmogorov-Komplexität folgt. 

Für beliebige x 6 , t*3€ xn” , n ^ l(x) 

K(oo n |n,x,l f (u n ))^ l r (cu n ) + log ^ (x) . (5.7) 

Benutzen wir jetzt die AufZählbarkeit der Menge U, die wir im 

Beweis des Satzes 5.2 definiert haben. Wir definieren das 

2 

bedingte halbberechenbare Halbmaß ^ über N durch 

f 2 m ~ 1 • u.( tc 1 (n)) , falls (m, K 1 (n) ) 6 ü , und 

' I _-k-1 . , —1, . , , k+1 

j 2 C u. (»v (n)) < 2 

(j> (n ,k) m) = a 

l 0 sonst. 

Wenn d^lu]^) > m, dann für ein x € ü m mit n = K.(x) , 
k = Ip.to/ 1 ) haben wir wegen (5.7) : 

K (cu n I n ,k) ^ k + logtp (n,k|m) - m ^ k - H(n,k|m) - m 
H(n,k|m)^: A (co n |(i) - ffl 
H(n,kfA(co n ) jr)) ^ A. (uo 11 j jj, ) - m, 

durch die Schlußweise, die auch am Ende des Beweises von Satz 5.2 


benutzt war, 


Q.E.D. 
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In den vorangehenden Kapiteln haben wir über Tests d(oj|j^) 
gesprochen, die von oo und J-*. abhangen, war aber dabei immer 
ein festes berechenbares Maß und an d waren Forderungen 
gestellt nur als an eine Funktion von u>. Viele Wahrscheinlich¬ 
keitstheoretiker würden die Einschränkung zu berechenbaren 
Maßen für ungerechtfertigt halten. Für ein Experimentalergebnis 
z.B. wäre es unnatürlich, die passenden Verteilungen nur 
unter den berechenbaren zu suchen. 


Levin hat in [11] einen allgemeinen gleichmäßigen Test d L (.u|^) 
definiert, der für ein jedes berechenbares Maß ein univer¬ 
seller Test ist. Bemerken wir, daß ein jeder Ausdruck durch 
Komplexitäten für Tests, die wir in §5 getroffen haben, im 
Prinzip als eine Definition für gleichmäßige Tests betrachtet 
werden kann. Sie sind halbberechenbar in (to,p.), haben gewisse 
Normiertheitseigenschaften für festes j\ und sind sogar in ge¬ 
wissem Sinn equivalent, solange nur berechenbare Maße be¬ 
trachtet werden. Das ist nicht mehr offensichtlich für un¬ 
berechenbare ja. und in der Tat, Levins Test 
mehr Unzufälligkeiten als z.B. dgl^lj*-). 

Wir wollen nicht alle Definitionen aus [11] wiederholen, die 
für eine selbsttragende Definition eines gleichmäßigen Tests 
(L-Test) notwendig sind. In [11] ist ein Halbmaß als ein 
konkaves Funktional über C(n) definiert, und in diesem Kapitel 
benutzen wir auch diese Definition, die verschieden von dem 
in §2 ist. Ein Halbmaß im alten Sinne ist eine Beschränkung 
eines Halbmaßes im neuen Sinne. 


entdeckt 
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Levins gleichmäßige Tests d haben unter anderem Eigenschaften, 
die von allen gleichmäßigen Tests erwünscht wären: 

(wir stellen sie für t = exp d auf): 

(i) t(u||*-) ist halbberechenbar in (co,^), 

(ii) Jt (wi |<.) [/-(du) <. 1 für alle 

Diese Eigenschaften haben zur Folge, daß für eine jede be¬ 
rechenbare Verteilung ^ eine Konstante c^-too existiert mit 
(<*t Ir-) * d c ) + Ct,. Hier ist d c Chaitins Test, den wir 
im Korollar 3 des Satzes 5.2 definiert haben. Andererseits 
ist es einfach zu zeigen, daß der Test 

d c (v!« f ) = sup x6N » V*)- (jTTiJr 

für Halbmaße ip (2; = o) ein gleichmäßiger 
L-Test ist. 

Wir haben folglich 

Satz 6.1 Für ein jedes berechenbares Maß j*. gibt es eine 
Konstante c^ mit 

|d L ( u ,lj^) - d c (wip.)| s c^. 

Wir führen jetzt ein modifiziertes Konzept des gleichmäßigen 
Tests ein. Es hat die Vorteile einer durchsichtigeren Defi¬ 
nition, in der Halbmaße vermieden sein können. Dann zeigen wir, 
daß dieser Test auch die Eigenschaften besitzt, die in [11] 
über dj ausgesagt wurden. 
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Definition Die Funktion t(tolp-) ist ein P-Test, wenn (i), (ii) 
erfüllt sind, und weiter 

(iii) für alle c > 0, 

=? t( W M < ct(w|u). 

Mit anderen Worten, 1/t(cu||*-) kann auf die Menge aller end¬ 
lichen unnormierten Maße zu einer homogenen, monotonen Funktion 
erweitert werden. 

Bemerkung Diese Bedingung sichert es, daß t(cj|^.) nicht da¬ 
durch vergrößert werden kann, daß man u)(z.B. durch Verschie¬ 
bung einer Masse zu einem Punkt, der zu cd in einem einfachen 
Verhältnis steht), durch Veränderungen des Maßes, die 6) ei¬ 
gentlich gar nicht betreffen, auffallender macht. 

(iv) 1/t(«||*) ist konkav in p.. 

Bemerkung Diese Bedingung scheint noch weniger motiviert zu 
sein. Eine einfache Folge ist jedenfalls 

t(w|jO £ c,t( w |i>) £ c =) t(co|^-|<.+ ^■•v) £ c. 

Sie schließt solche sonderbaren Tests aus, die Cw dann als un¬ 
zufällig ertappen, wenn in einer gewissen Reihe ,... ,U von 
Mengen mit w£ U^fi...flU n alle 0^ kleine Wahrscheinlichkeit 
haben. 

Wir definieren für einen P-Test 

t('flp-) =l f(tMjA)) (= p(duj) ) 

t jf) = sup t (k(> Ip.) . 

r 
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Bemerken wir, daß das Integral (f) einer halbstetigen 
Funktion f durch ein Halbmaß if> eine natürliche Definition hat. 

Satz 6.2 Es gibt einen P-Test t p tolp), der maximal im Sinne 
von «1 ist. 

Der Beweis dieses Satzes ist nicht verschieden von den Be¬ 
weisen aller anderen Sätze dieser Art, er kann darum wegge¬ 
lassen werden. 

Die Relation zwischen und t p ist klar für Maße: 

(jt Iv ) «; t p (pJV) , 

weil t eine strengere Bedingung der Normiertheit erfüllen 
L 

muß. Die apriori Wahrscheinlichkeit behält ihre merkwürdige 
Eigenschaft auch für t p . 

Satz 6. 3 t p (<d| M.^) < c mit einer universellen Konstante c < “. 

Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 2 in [11]. 

Wir zeigen endlich, daß t p auch die Erhaltungseigenschaft hat. 
Ein stochastischer Operator ist ein monotoner linearer Operator 
A:C (n.)->c(A) mit A(1)=1. Stochastische Operatoren, ursprünglich 
auf stetigen Funktionen definiert, können auch über alle 
halbstetigen Funktionen f:n~d>R erweitert werden. 

Satz 6.4 Für einen beliebigen berechenbaren isiehe [11j) 
stochastischen Operator A hat man 

t p (f AlfA) < tp^f . 
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Beweis Definieren wir für alle w und )*•■ 


t A (u||A) = (Ätp(»|p-A) (o) 


Wir zeigen zunächst, daß t ein P-test ist. Die einzige 
Eigenschaft, die nicht trivial verifizierbar ist, ist die 


Konkavität 


von 1 /t A ( uj in j*.. Sie folgt aus 


Lemma 6. 1 Sei f(<u,|J eine stetige Funktion, für die 1/f(^,p) 
konkav in p ist, v ein positives Maß über 0. Dann ist auch 

MP V p(t*) := l/J*f (u>,p)v(du>) 

konkav in p. 

Beweis I. Die Funktion 

g(x o' X 1 ) “ T/xVi/^ 

is konkav für x ,x 1 > 0. Sie ist nämlich homogen und für 

x + x, = 1 konkav. 

o 1 

2. Das Funktional h-> 1/P v (1 /h> ist konkav. Konkavität be¬ 
deutet nämlich 


V ,/n o' r v l,/ “V 




oder mit g.:= t— r~~ 
1 X i h i 


(i/g +i/g 1 


i/M 0 +Vp v 3i 


Das ist aber eben die Konkavität von g(x Q ,x 1 ). Q.E.D. 
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A 

Wir haben gezeigt, daß t «; t p ist. 

Wenn wir ^ zu beiden Seiten dieser Ungleichung anwenden, 
bekommen wir 

tptyAlpA) = t A (vf|p) < fcp jp ) - 
Wir sind fertig, wenn wir zeigen können, daß 
tpfpAlyA) = t A (fly). 

Per definitionem 

t p (^Al r A) = sup u> ^ A t p (.-fAlp) 
t A (M 3 iY ) = suPyj^tptifAl^A). 

Es ist darum genug zu zeigen, daß aus ^äi^A die Existenz 
eines vsif folgt mit |*-iVA. Setzen wir vg =j*-f für alle 
g der Form Af. Dann haben wir ^-=VA. Die Definition von -V 
ist eindeutig, denn Ah = 0 ^ |ih 0, darum jr = 0 auf KerA. 

V ist positiv (wegen v «s^) und linear auf ImA, v(1) ■= 1 . 

Daruin ist es auch stetig und kann zu einem Maß überü. bei 
der Erhaltung der Eigenschaften v fe j 7 , j*=vA erweitert werden. 

Q.E.D. 


Bemerkung hat auch die Eigenschaft, daß l/t^^l^) 

für jedes Halbmaß ^ ln ^ konkav ist. Ober t p können wir das 
gleiche nur für behaupten, die Maße sind. 
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Wir geben endlich einen besonders explizit definierten (nicht 
unbedingt maximalen) P-Test an, der auch die Erhaltungs¬ 
eigenschaft hat. 

Sei f f i£ N eine rekursive Aufzählung aller positiven 

stetigen Funktionen f^:^X-^> Q mit einer endlichen Menge von 
Werten. Sei f i > 2~ 1 . Der Test ist definiert als 

_ f, (tu) 

t o (c - , r ) = 1 i M N (i) -p7r • 

Die Erhaltungseigenschaft kann einfach und direkt bewiesen 
werden. 
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